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摘 要： 计算机图形学中的许多建模操作会产生非流形曲面，虽然非流形曲面具有更加复杂的拓扑特性和更强大的

几何描述能力，但图形学领域中许多网格处理算法包括骨架提取、网格简化、细分等都要求输入的网格具有二流形的

性质。为了确保已生成的非流形曲面能够与现有图形学算法兼容，提出一种方法，利用改进的双链面表数据结构

（DLFL）将非流形曲面转化为在几何外观上近似的二流形拓扑结构，以此构建非流形网格曲面与传统数字几何处理

之间的桥梁。为了验证算法框架的通用性，将其应用于非流形曲面的 3个关键应用场景：测地距离场计算、网格简化

和最远点采样。通过对这些应用实例的深入分析，验证了算法在不同场景下的稳健性和准确性。实验结果表明，算

法在各应用场景中表现出显著成效，进一步证实了其在实际应用中的潜力。
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Abstract： In computer graphics， many modeling operations result in non-manifold surfaces. Although non-manifold surfaces have more com⁃
plex topological properties and a stronger geometric description capability， many mesh processing algorithms in the field of graphics， includ⁃
ing mesh simplification and subdivision， require the input meshes to possess the property of being two-manifold. Therefore， to ensure compati⁃
bility with existing graphics algorithms， this paper proposes a method for converting non-manifold surfaces into geo-metrically similar mani⁃
fold topology structures. This method aims to bridge the gap between non-manifold mesh surfaces and traditional digital geometry processing 
techniques. To demonstrate the universality of the algorithm framework， this paper applies it to three key application scenarios involving non-
manifold surfaces： including the computation of geodesic distance fields， mesh simplification and farthest point sampling. Through an in-
depth analysis of these application examples， the robustness and accuracy of the algorithm in different scenarios are verified. Experimental re⁃
sults demonstrate that the algorithm exhibits significant effectiveness in each application scenario， further confirming its potential in practical 
applications.
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0 引言

数学领域中，流形（Manifold）是一种用于刻画几何对

象内蕴拓扑结构的概念［1-2］。具体而言，一个 N 维拓扑流

形在其每一点的局部邻域都与 N维欧几里得空间（Euclid⁃
ean Space）存在同胚的一一对应关系，这种关系将局部区

域映射到欧氏空间，局部同胚映射共同构建了整个流形结

构。在计算机图形学领域，二流形（2-Manifold）曲面（见图

1）往往被视为标准处理对象。基于二流形的特性，众多关

键的图形学算法得以蓬勃发展，其中包括三维网格简

化［3-4］、多边形网格细分［5］以及离散测地距离场计算［6］等。

这些算法以其严谨性、快速性和高效性而备受青睐，在处

理标准二流形曲面时表现出色。

但是，上述算法普遍将非流形曲面视作不符合预期的

异常情况，处理方式往往采取错误提示或触发报错机制。

对于诸如集合运算［7-8］、融合处理［9］和塌陷操作［10-11］等基

础建模任务，在执行时并不总能保持封闭性。这意味着，

这些操作的输出并不总是有效的二流形曲面。因为许多

图形算法都是预设工作在良好定义的流形曲面之上，当这

种情况发生时，可能导致随后的一系列图形处理步骤无法

得到预期的正确结果。因此，在没有确保操作结果仍保持

流形结构的情况下，即使是精心设计的算法也可能面临失

效的风险。本文从离散化角度出发，提出了一套完整的非

流形三角网格曲面转化算法框架。该框架能够将输入的

非流形结构高效地转化为在几何外观上近似的二流形拓

扑结构，使得各种基于二流形曲面的图形学算法得以直接

应用，简化了处理流程并提升了计算效率。

1 相关工作

目前，非流形网格修复算法主要可以分为两大类［12］：
全局修复法和局部修复法。全局修复法致力于一次性解

决一系列与非流形相关的问题，并确保最终输出是严格的

二流形网格曲面；而局部修复法则专注于检测并修复某一

特定的非流形问题。

（1）全局修复法。大多数全局方法采用体素作为中间

表示以实现算法功能。这其中的典型方法包括体素网格

占用法［13-14］，将体素网格编码为表征距离边界面的距离函

数法［15-17］，以及应用 BSP（Binary Space Partitioning）树对目

标体积进行非规则镶嵌［18-19］等技术。这些方法通过对体

素空间进行标记，以便明确区分模型的内部与外部区域，

并提取出清晰的流形曲面作为最终结果。尽管全局方法

确保了输出结果的流形性质，但它们在处理过程中通常需

要对输入的网格进行重采样和重新网格化，这可能是由于

要将数据转换为规则网格的需求，或者是因为使用了 BSP
树进行空间的重新镶嵌。这种处理方式在某些情况下并

不理想，尤其是当输入网格具有精细的尖锐特征或已经携

带了如纹理贴图等额外数据时，这些操作可能会损害模型

的原有细节和附加信息。

（2）局部修复法。不同于依赖体素表示的全局修复方

法，局部修复技术通常直接对网格本身进行操作，从而避

免了对输入数据的不必要改变［20-21］。例如，Guéziec 等［22］

提出了一种局部修复方法，该方法首先在非流形网格模型

中的奇异顶点和边处进行分解，随后在确保流形性的前提

下，通过贪婪算法合并各部分，最终将其转换为满足流形

性质的网格。Attene 等［23］在修复实体对象的非流形网格

时，仅专注于检测并修复存在错误的区域。此外，为了解

决网格的自相交问题，他们采用了一种混合几何内核［24-25］

以细分自交的网格面片，进而得到一个非流形复形。然

后，通过重复的区域生长过程从该复形中提取最外层的面

构成流形外壳。从本质上讲，本文所提出的算法也是一种

针对非流形网格的局部修补技术。该算法只专注于对非

流形边进行有效修改，以将其转换为流形网格，从而确保

网格的完整性和一致性。

2 背景知识

2.1　流形与非流形

流形是局部类欧氏空间，其连续性和可微性适用于几

何形体描述；非流形则不满足这些条件，常存在共享边或

顶点的多个面且处理复杂。在三维建模和图形学中，流形

简洁易用，非流形虽然提供更灵活的表现力，但往往需更

复杂的算法支持。

定义 1 n-流形［26-27］。设 H 是 Hausdorff 空间，若在 H
中任取一点 p，总可以找到一个邻域 N，该邻域与 n 维欧几

里得空间 ℜn 的开集是同胚的，则称 H 为一个 n 维拓扑

流形。

n-流形是对局部具有欧氏空间概念的推广。引入流

形的概念源于人们在研究曲面时追求其拓扑结构的优良

性。流形可以被看作是对曲面“柔软度”和可塑性的数学

描述，它允许在不失一般性的前提下，将复杂的几何形状

简化为易于处理的局部欧氏结构。

定义 2 2-流形［28］。如果一个曲面上的任意点都拥

Fig. 1　When observing a three-dimensional sphere in a 2-manifold 
space， it exhibits locally plane-like characteristics

图1　在二流形空间中观察三维球体时局部呈现出类似平面的特性

·· 94
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有一个足够小的邻域，这个邻域与平面上的圆盘拓扑同

胚。对于有边界的曲面，那么边界上的点存在足够小的邻

域与平面上的半圆盘同胚。那么，这样的曲面被称为二流

形曲面。如果不满足这些条件，则被称为非二流形曲面。

在由点、线、面构成的三角网格曲面中，可以这样精炼

地定义二流形表面的特性：①每条边仅被两个三角面共

享，以确保网格的封闭性；②与每个顶点相邻接的边和面

恰好组成一个闭环，该特性保证了顶点局部连续性。上述

两个条件分别从边和顶点的角度阐述了二流形三角网格

曲面的定义。具体而言，若一条边 l 被超过两个三角面共

享，则该边被视为非流形边，如图 2（a）所示（彩图扫 OSID
码可见，下同）。类似地，如果网格上一个顶点 v连接的边

和面形成了两个或更多与圆盘拓扑同构的“环”结构，这样

的顶点被称作非流形顶点，如图 2（b）所示。只有当三角网

格的所有顶点和边都不具备非流形特征时，该网格才能被

认定为二流形网格。若存在任何非流形的顶点或边，则该

网格被判定为非流形网格。图 3 展示了依照上述非流形

定义所识别出的非流形网格中非流形边结构。

2.2　网格曲面表示的数据结构

边界表示方法（Boundary Representation， B-rep）能够

全面提供实体的边界信息，详细描述了模型的拓扑组件，

如面、边和顶点，以及它们之间的连接关系［29］。同时，还涵

盖了这些组件的几何定义，包括面、线和点的具体形状和

位置。边界表示法包含多种数据结构，用以描述形体的边

界信息。其中，翼边结构（Winged Edge Structure）、半边结

构（Halfedge Structure）是常见的表示方式。

（1）翼边结构［30］。翼型边线结构是一种基于边结点的

列表，其核心在于形体的边。通过边作为起点，可以迅速

查找到与该边相关联的所有面、邻边、端点以及其他相关

信息。这种数据结构的显著优点是它对于拓扑查询和局

部操作的高效支持。图 4 展示了翼边结构的使用示例。

然而，翼边数据结构主要适用于流形几何实体的表示，对

于非流形几何实体，它无法完整地呈现实体的拓扑信息。

（2）半边结构［31］。半边数据结构是在翼边数据结构的

基础上发展而来。在这种数据结构中，翼边数据结构中的

每条整边被细分为两条半边，每条半边都以其所连接的顶

点为起点。通过这种细分，半边数据结构得以通过体（Sol⁃
id）、面（Face）、环（Loop）、半边（Half-edge）和顶点（Vertex）
5个层次的拓扑结构以精确地描述实体。传统的半边结构

在设计时并未考虑存储一点处周围半边的数据，这种局限

性使得半边结构无法妥善处理非流形。

基于边的数据结构在稳定性方面表现出色，能够有效

地避免错误方向的多边形、重叠多边形等问题。然而，这

类数据结构通常不适用于描述非流形网格曲面，特别是在

处理包含非流形边的场景时。鉴于此，本文选择了以面为

基础的数据结构——双链面表（Double Linked Face List， 
DLFL），以便更好地应对非流形表面的建模需求［27，32］。双

链面表（DLFL）数据结构由 3 个核心部分构成：面列表 F
（Face List）、边列表 E（Edge List）和顶点列表 V（Vertex 
List）。每个面节点由一系列首尾相连的有向边组成，这些

有向边形成了一个单向循环链表，刻画面的封闭边界；边

列表 E 的每个边节点则拥有两个指向其面节点的双向指

针；顶点列表 V 中的每个顶点节点都设有一个指针数组，

这些指针直接映射到包含该顶点面节点 F中的对应位置。

这种设计允许快速访问和操作与边相关的面信息，四面体

对应的双链面表数据结构如图 5所示。

DLFL 数据结构在计算几何中尤为重要，特别是在处

理多边形和多面体的几何运算时。它不仅能够高效地表

（a）　Non-manifold edge
（a）　非流形边

（b）　Non-manifold point
（b）　非流形点

Fig. 2　Common non-manifold structures on triangular mesh surfaces
图2　三角网格曲面上常见的非流形结构

Fig. 3　Non-manifold regions and non-manifold edges on non-mani⁃
fold mesh

图3　非流形网格上非流形区域与非流形边

（a）　Faces
（a）　面

（b）　Winged-edge structure
（b）　翼边结构

Fig. 4　The winged-edge structure of a vertex on a triangular mesh
图4　三角网格面上一个边结点的翼边结构

·· 95



2025 年软 件 导 刊

示和存储复杂的多面体结构，还能支持多种几何操作，如

插入、删除、分割和合并面等。通过维持面、边和顶点之间

的双向链接，DLFL 数据结构能够在恒定时间内完成许多

基本操作，从而显著提高算法整体效率。

3 非流形网格转化方法

3.1　非流形网格数据结构—改进的双链面表

双链面表数据结构提供了结点与面（v → f）、边与面

（e → f）以及边与结点（e → v）之间的多种拓扑关系，为建

模操作提供了强大支持。具体而言，借助顶点列表 V，能

够迅速定位到与特定顶点相邻的所有面。同样，利用边列

表 E，也能在极短的时间内找到与某条边相邻的所有面

集。这种高效的数据检索能力极大提升了建模操作的便

捷性。然而，这种数据结构是专为刻画二流形网格曲面设

计，当输入数据具有非流形特性时，利用双链边表进行描

述可能会遇到困难。在传统的边列表数据结构中，每个边

节点通常配备两个双向指针，分别指向两条与之相连的有

向边。但是，对于某些非流形结构，比如存在由多个面共

享边的情况，这样的边节点需要包含超过两个以上指针，

以反映它所连接多于两条边［27］。这导致了传统双链面表

结构无法有效表示这类非流形几何特征，因而需要对数据

结构进行相应的扩展或调整。

为了充分表示和处理所有可见的非流形结构，本文对

传统的双链面表数据结构进行了改进。在经过改进的数

据结构中，边列表 E中的每个边节点现在包含一个扩展的

双向指针集合，这些指针分别指向与该边相邻的面。指针

集合的大小直接反映了与该边相邻接的面的数量。通过

这种方式，能够有效地描述和处理非流形边。图 6展示了

非流形结构的双链面表表示。

改进后的双链面表数据结构不仅保留了原有丰富的

拓扑信息，还通过新增的边对面连接，极大地便利了对网

格的处理。这种增强使在识别和标记非流形边时更为高

效。此外，该结构简化了在随后的非流形边转换算法中的

关键步骤，如顶点和边的复制，以及新顶点/边的插入等操

作。采用双链面表的方法，显著降低了这些操作的时间复

杂度，提高了整体处理效率。

3.2　双重覆盖生成二流形网格

本文将阐述双重覆盖生成二流形网格的核心步骤。

为了便于理解，本文将一个由不同顶点构成的三角网格曲

面作为输入进行说明。值得注意的是，本文构建方法在原

则上适用于任意三角剖分（从形式上而言，适用于任何纯

粹的二维 Δ-复形）。对于输入的非流形三角网格曲面 Μ，

采用边作为分类基准。利用双链面表数据结构，将网格中

的边明确区分为流形边和非流形边两个主要类别。针对

非流形边，执行以下步骤：

Step1：对于任意非流形边 en，设其端点为 a和 b。先确

定与顶点 a 相邻的面集合 { fi| i = 1，2，⋯，k }。再根据“可

到达性”关系对集合 { fi| i = 1，2，⋯，k }进行划分。构建此

划分的过程中，如果两个相邻的面 f1 和 f2 被归入同一子集

中，则认为它们满足“可到达性”条件。该条件成立的充要

条件是：面 f1 和 f2 具有一条公共边，且这条边是与顶点 a相

邻的流形边。

Step2：：一旦确定了子集的数量为 s，需要对顶点 a 和 b
执行 s次复制操作。具体而言，将顶点 a的属性，包括其几

何、纹理等坐标一一复制到所有 s个副本中。这些副本的

坐标属性与原顶点 a保持一致，但它们各自拥有唯一的标

识符。

Step3：对于每个创建的副本，赋予它们 0~( s - 1) 的编

号。在所有与顶点 a邻接的面中更新顶点信息，用新分配

的顶点编号替换掉原有顶点 a 的编号，以完成顶点复制

操作。

对于流形边 em = ab 而言，其操作相对简单。因为根

据定义，流形边 em 连接的两个邻接面 f1 和 f2 是“可到达

的”。因此，只需对 em 的两个顶点 a 和 b 进行两次复制操

Fig. 6　An improved DLFL representation of a non-manifold struc⁃
ture

图6　一个非流形结构的改进双链面表表示Fig. 5　The DLFL representation of a tetrahedron
图5　一个四面体的双面链表表示
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作，并对产生的副本进行编号，便完成了复制过程。

Step4：：选择从某个网格三角形出发，执行向外的泛洪

扫描（Flood-Fill Scanning）以更新重建双链面表结构。这

一过程涉及重复之前的 Step1至 Step3，确保对所有流形和

非流形边进行处理，并正确更新所有相关面的邻接性。通

过这一系列操作，将获得消除了非流形特征的双重覆盖的

二流形网格曲面Μ*，用于后续几何处理。

算法1 双重覆盖生成二流形网格

输入：非流形三角网格Μ
输出：二流形三角网格Μ*

1. FOR非流形网格ΜDO
2. 识别Μ中非流形面 fn 及对应非流形边 en

3. END
4 选择从某个网格三角形出发，执行向外的泛洪扫描以更新重建

双链面表结构，并执行下面步骤：

5. FOR每个非流形边 enDO
6. 确定相邻面集合 { fi| i = 1，2，⋯，k }，根据“可到达性”

划分为 s个子集。

7. en 对应的顶点 a和 b执行 s次复制操作，创建 s个副本。对每个

创建的副本赋予它们 0~( s - 1) 编号，完成顶点复制操作。

8. END
9. FOR流形边 emDO
10. 顶点 a和 b进行两次复制操作，并对产生的副本进行编号。

11. END
为了提高数据结构的效能并优化存储管理，在复制原

始网格模型 Μ 上的顶点 v时，本文采用了一种高效的映射

策略。具体而言，对于Μ上的每一顶点 v，在增强后的网格

模型Μ* 中可能会有两个或多个对应的顶点。为了维持Μ
与Μ* 之间的一致性，并且有效降低存储需求，仅记录新增

顶点所对应原始顶点的标识符，而不是它们详细的坐标、

材质等信息。

图 7 展示了非流形网格曲面 Μ 使用上述策略转换为

流形网格Μ* 的可视化结果。采用双重覆盖方法将非流形

网格转换为二流形网格，使得现有图形学算法无需修改即

可用于计算和处理原本不兼容的非流形网格，极大扩展了

这些算法的适用范围，并简化了复杂网格结构的处理

流程。

3.3　实验结果

本文实验基于 Windows 10操作系统，并采用 C++语言

对算法加以实现。为了保证一致性和可重复性，在一台配

备 Intel i7-12700KF CPU 的计算机上进行了所有实验，

CPU 运行频率为 3.60 GHz，内存为 16 GB。为了展示本文

方法的性能，采用了 4 个基准模型，如图 8 所示。可以看

出，这些模型表现出了不同的复杂度，包括网格复杂度、拓

扑复杂度、非流形结构复杂度等。

对于每个基准模型测试，本文算法与 Fei等［33］提出的

先进非流形网格处理方法进行比较。该方法通过剪切、缝

合等一系列几何操作生成拓扑划分和连接上的流形网格

结构。表 1 展示了在每个基准模型上的时间和内存消耗

情况。

实验结果表明，与Fei等［33］的方法相比，本文算法表现

出了优异性能。例如，在如图 8所示的第 3个基准模型中，

本文方法实现只需要 35 ms和 0.576 MB内存即可完成非流

形网格的转化操作，而对比方法需要 211 ms和 0.717 MB内

存。由此可知，本文方法在时间和空间等指标上优势

明显。

本文算法在应用于不同分辨率和三角剖分质量的非

流形网格时表现出鲁棒性。为了验证该特征，在具有不同

分辨率和质量的非流形网格上进行转化。通常评估网格

质量时会使用 Lo 值作为通用度量标准，Lo 值越高表示网

格质量越接近最优［34］。图 9展示了 4种不同分辨率（分别

为 0.2 K面、2 K面、20 K面、200 K面）和 4种不同网格质量

（对应的Lo值分别为 0.56、0.42、0.27和 0.11）的模型上执行

算法框架以实现非流形网格的转化。

图 10 展示了本文算法生成结果的时间和内存表现。

该方法并没有因输入网格复杂度的升高和质量的降低而

导致时间和内存等指标的急剧增长，证明了本文方法能够

高效鲁棒地产生可靠的流形网格结果。

4 算法应用

本文将通过解决图形学中的 3个关键问题——测地距

离场计算、网格精简和最远点采样以阐述本文算法在转化

非流形网格后的重要应用价值。

4.1　测地距离场计算

测地线在微分几何领域占据着重要地位，它定义了曲

面上两点间距离最短的路径，可以类比于二维平面上连接

（a）　Non-manifold structure
（a）　非流形结构

（b）　Double convering operation
（b）　网格面双重覆盖

Fig. 7　Converting a non-manifold mesh using double-covering meth 
od

图7　双重覆盖方法转换非流形网格过程

Table 1　Comparison of results under different baseline models
表1　不同基准模型下计算结果比较

基准模型

图8（a）
图8（b）
图8（c）
图8（d）

本文方法

时间（ms）          内存（MB）
0.8
11
35
62

0.073
0.576
1.137
1.922

Fei等［33］方法

时间（ms）  内存（MB）
9

79
211
594

0.104
0.717
1.856
2.518
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两定点的直线段。这一概念不仅在数学理论中具有基础

性作用，而且其应用价值也极为广泛，涉及计算机图形学、

图像处理、计算几何和计算机视觉等多个领域。自 20 世

纪 80年代起，离散测地线的研究取得了显著进展，众多学

者致力于这一领域的探索，并提出了多种实用性强的计算

方法。在网格曲面上MMP［35］（Mitchell-Mount-Papadimitri⁃
ou）算法和 CH［36］（Chen-Han）算法被广泛认可。基于这两

种算法，研究者还发展了若干改进型算法［37-39］。在众多离

散测地线算法中，VTP（Vertex-Oriented Triangle Propaga⁃
tion）算法因其优异的时空效率而备受关注［39］。该算法探

讨了当两个窗口同时抵达同一网格三角形时的场景，并针

对此情境提出了一整套系统的裁剪准则，是无需预处理便

能计算精确测地线距离的最新技术。然而，上述算法通常

只适用于二维流形网格曲面。本文提出的非流形转化算

法可以成功地将VTP算法与非流形网格曲面相结合，实现

了二者之间的技术桥接。

依据本文所述的非流形网格转换方法，可以成功地将

原始非流形网格转化成一个双层的流形网格曲面 Μ*。虽

然 Μ* 是双层结构，但它在局部范围内保持了与原曲面 Μ
的等距特性。根据共形几何理论中的一个关键性质，即

“测地路径可以被理解为共形参数平面上以共形因子为权

值的最优路径”［40］，可以得到以下关于网格顶点 v1 和 v2 之
间实际测地距离的推导：假设顶点 v1 产生了两份拷贝 v (1)

1

和 v (2)
1 ，顶点 v2 也产生了两份拷贝 v (1)

2 和 v (2)
2 。根据上述论

断，可以认为 v1 与 v2 之间的实际测地距离是在所有可能路

径中具有最小共形因子加权的那条路径的长度，如式（1）
所示。

g ( v1，v2 ) = min { g ( v (1)1 ，v (1)2 )，g ( v (1)1 ，v (2)2 )，
                        g ( v (2)1 ，v (1)2 )，g ( v (2)1 ，v (2)2 ) } （1）

其中，g (·) 表示测地距离。根据式（1），使用 VTP 算

法［39］计算转化后非流形曲面上的测地路径和测地距离场，

如图 11 所示。此外，通过对转化后的具有不同顶点数量

的非流形网格进行实验，并采用随机取样的方法，获得了

测地距离场的平均计算时间与网格中三角形数量的关系，

如表 2所示。

处理非流形曲面时，一种简洁而直观的方法是识别并

移除非流形特征，以消除这些结构带来的问题。随后，在

修正后的模型上应用标准的测地线算法以计算测地距离。

（a）　Mesh 1： 0.5 K faces
（a）　网格1： 0.5 K面

（c）　Mesh3： 29.3 K faces
（c）　网格3： 29.3 K面

（b）　Mesh 2： 8.2 K faces
（b）　网格2： 8.2 K面

（d）　Mesh 4： 47.1 K faces
（d）　网格4： 47.1 K面

Fig. 8　Non-manifold meshes with varying levels of complexity
图8　复杂程度不同的非流形网格

Fig. 10　The time and memory performance of the algorithm
图10　本文算法生成结果的时间和内存表现

（a）　0.2 K faces，Lo = 0.56
（a）　0.2 K面，Lo = 0.56

（c）　20 K faces，Lo = 0.56
（c）　20 K面，Lo = 0.56

（b）　2 K faces，Lo = 0.42
（b）　2 K面，Lo = 0.42

（d）　200 K faces，Lo = 0.42
（d）　200 K面，Lo = 0.42

Fig. 9　Non-manifold meshes with different resolutions and Lo quali⁃
ty

图9　不同分辨率和Lo质量的非流形网格展示
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然而，从表 2 可以看出，本研究提出的转化方法能够以较

低的预处理成本将非流形网格转换为满足流形要求的表

示形式。这种转换允许无需额外修改即可直接利用现有

的测地线算法进行计算，从而显著提高了处理非流形网格

的效率和实用性。相比之下，去除非流形结构的处理方式

由于在处理过程中移除了非流形部分，所得到的模型在局

部是不完整的。因此，在这种经过修改的模型上进行计

算，可能会得到不全面的结果，无法准确反映原始模型的

全部特征，从而影响了结果的完整性和准确性。

4.2　网格简化

在计算机图形学和计算机视觉的众多应用中，经常需

要处理具有高网格密度和精细度的三维模型，以精确地表

示虚拟对象。然而，这些高细节层次的网格并不总是能直

接用于渲染或模拟，因为其高精度要求会对GPU造成巨大

的计算压力。因此，在保持原始网格外观的同时，使用尽

可能精简的网格来表示它变得至关重要。这种网格优化

的需求，促进了网格简化技术的发展。

QEM（Quadric Error Metrics）技术是一种先进的基于点

对的网格压缩方法［41］。该技术的核心在于采用一种二次

误差度量，用以精确地确定新顶点的位置，从而实现高效

的网格简化。在 QEM 的框架下，网格简化被视作一系列

的边折叠（Edge Collapse）操作。其中，一条边的两个端点

合并为一个新点。这个新点的位置是通过最小化一个二

次误差函数确定，如式（2）所示。

v* = arg min
v

∑dis ( v，p ) 2 （2）
其中，p ∈ ( plane ( v1 ) ∪ plane ( v2 ) )，plane ( vi ) 表示网格

上的点对应原始三角面，v* 是合并的新点。该函数衡量了

合并操作对网格表面带来的畸变。通过这种方式，QEM不

仅能够有效地减少模型中的顶点数量，还能在保持视觉质

量的同时，确保简化后模型的几何精度。标准 QEM 网格

简化算法的设计基于半边数据结构，因而在处理包含非流

形特征的网格时具有局限性。由于它不具备直接操作非

流形几何的能力，这导致在简化过程中遇到非流形结构时

无法被正确处理，从而可能导致简化流程失败。

本文提出的非流形转换策略，通过将网格中的非流形

部分修复为标准的流形结构，巧妙地解决了这一挑战。图

12 展示了在处理非流形网格 Μ 时，若直接采用 QEM 算法

简化，网格 Μ 中的非流形部分将无法被适当处理。相反，

当对经过转换的网格 Μ* 应用 QEM 算法时，原本复杂的非

流形结构区域将得到有效简化。

4.3　最远点采样

与泊松采样不同，最远点采样（Farthest Point Sam⁃
pling， FPS）是一种确保采样点尽可能分散的贪婪算法［42］。
Moenning 等［43］将最远点采样的概念拓展到曲面上。在二

维平面中，最远点采样通过迭代选择未采样区域中距已有

采样点最远的点作为新的采样点，这个点通常是最大空圆

（没有被其他采样点覆盖区域所对应的最大圆）的圆心。

而在曲面上的最远点采样遵循相似的逻辑，主要区别在于

对网格化的曲面，通常假设每个多边形单元内的测地距离

场（考虑曲面内在几何的距离度量）是近似线性的。因此，

在这种假设下，最远点通常位于多边形单元的顶点上。

在非流形曲面上实施经典最远点采样通常会遇到效

果不佳的问题。然而，借助于本文提出的非流形曲面转换

算法，能够在非流形网格曲面上计算出测地距离场。基于

计算结果，可以按照以下步骤执行最远点采样过程：

Step1：遍历所有顶点，确定具有最大距离值的顶点 v。

（a）　Non-manifold strcuture
（a）　非流形结构

（b）　Geodesic path and field
（b）　测地路径与距离场

Fig. 11　Geodesic paths and distance fields on non-manifold meshes 
using the VTP algorithm

图11　非流形网格上使用VTP算法计算测地路径及距离场

（a）　Non-manifold Μ
（a）　非流形网格Μ

（b）　QEM on Μ
（b）　QEM用于Μ

（c）　QEM on Μ*

（c）　QEM用于Μ*

Fig. 12　Performance of the QEM algorithm applied directly to non-
manifold meshes and to converted meshes in non-manifold regions
图12　QEM算法直接用于非流形网格和转化网格Μ*后在非流形区域

的表现

Table 2　Statistics for calculating geodesics on non-manifold meshes
表2　非流形网格上计算测地距离场的时间统计

时间/s

预处理/tp

测地距离场/tg

预处理时间占比

0.004
0.071
0.056

0.051
0.685
0.069

0.113
1.580
0.067
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Step2：以顶点 v 作为参考点，更新其他所有顶点的距

离值，按照由近及远的顺序进行。

Step3：记录当前采样点 v。检查已采样点的数量是否

达到预设目标；若未达目标数量，则返回 Step1 继续执行；

若已达目标数量，则终止算法。

图 13展示了在转化后的非流形网格曲面上进行最远

点采样，采集 300个点的执行结果。

5 结语

本文提出将非流形网格转化为在几何外观上近似的

二流形拓扑结构框架，这一转化构建起非流形网格与传统

数字几何处理算法之间的桥梁，为后续几何处理算法研究

提供了新的视角和工具。为了全面评估该算法框架的有

效性和适用性，将该框架应用于 3个关键的非流形曲面应

用场景：测地距离场计算、网格简化处理以及最远点采样

技术。通过这些应用实例的深入分析，验证了该方法在不

同场景下的稳健性和准确性。本文算法专注于非流形边

的有效修改，确保网格的完整性和一致性，但对于含有非

流形点及其复合形式的非流形网格无法有效解决。

未来，将进一步探索和研究适用于一般非流形网格曲

面的通用转化框架。此外，将探索如何将目前数字几何处

理算法直接应用于非流形网格的通用策略和方法。
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